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В роботі розглянуті існуючі методи проведення деазотування деталей, попередньо підданих хі-
міко-термічній обробці та наведено результати експериментів і математичне обгрунтування ре­
жимів процесу дисоціації нитридів для підвищення міцності відновлювальних покриттів. 
Ряд деталей машин и оборудования для повышения износостойкости и 
обеспечения высокого уровня прочности и твердости подвергают химико-
термической обработке - азотированию, цементации, нитро-цементации. В 
процессе их эксплуатации и изнашивания такой упрочненный слой частично 
сохраняется, что при восстановлении любым из общепринятых методов на­
ращивания не обеспечивает получение качественного покрытия. 
Наиболее часто встречаемые в производстве способы восстановления [1] 
включают такие технологические операции как - предварительную термооб­
работку, удаление дефектов путем обточки, наплавку слоя металла с помо¬
щью электрода, предварительную и окончательную механическую и термиче¬
скую обработки. 
Недостатком этих способов является то, что требуется выполнение 
большого количества операций, предшествующих восстановительной - на¬
плавке, отжиг для снятия напряжений, механическая обработка для снятия 
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дефектного слоя. Кроме того, наплавка слоя металла с помощью электрода 
приводит к интенсивному прогреву и короблению тонкостенных и длинно­
мерных деталей, а также изменению физико-механических свойств сердцеви­
ны деталей. Для завершения операции восстановления детали требуется по¬
следующая окончательная термическая обработка. Такая технология эффек¬
тивна для небольшого объёма восстанавливаемых деталей или для которых 
требуется компенсация изношенного слоя более 2-3мм. 
Удаление частично сохранившегося упрочненного слоя путём механиче¬
ской обработки уменьшает эффективное сечение и снижает усталостную 
прочность детали. При такой подготовке к ремонту много металла идет в от¬
ходы, приходится удалять полностью оставшийся упрочненный слой, кото¬
рый в ряде случаев и не содержит каких-либо дефектов. В процессе ремонта и 
восстановления деталей приходится наносить компенсирующий слой сущест¬
венно больший, чем это можно было бы сделать при сохранении качественно¬
го и предварительно упрочненного слоя. Это связано с тем, что при наличии 
такого слоя при восстановлении наплавкой из-за нагрева происходят струк¬
турные изменения, которые приводят к разложению (диссоциации) окислов 
нитридов и растворения карбидов. 
Процесс сопровождается газовыделением, поро- и трещинообразовани-
ем. Кроме того, большое количество тепла, выделяемое при наплавке, может 
существенно изменить геометрическую форму детали. Поэтому наиболее це¬
лесообразным является разложение упрочняющих фаз перед восстановлением 
с использованием локального нагрева для формирования заданной по величи¬
не переходной зоны при обработке лазерным лучом. 
В промышленности известен способ разложения слоя, полученного химико-
термической обработкой [2], который позволяет восстанавливать деталь без пол­
ного его удаления. Метод заключается в обезуглероживании стальньгх изделий 
путем нагрева и выдержки при 1000-10500С в расплаве оксидов: - железа (2,7-
2,9вес %); - бария (14-16 вес %) и хлористого железа (остальное). Этот метод не 
может быть использован для тонкостенных, длинномерных деталей, поскольку 
приведет к изменению геометрических размеров (короблению), разупрочнению 
сердцевины, увеличению зерна в металле рабочего слоя при длительной выдержке 
в области высоких температур, развитию процессов эрозии. 
Большинство деталей машин и оборудования, работающих в сопряжении, 
имеют износ рабочего слоя, не превышающий 0,5 мм, поэтому компенсиро¬
вать его по известной технологии не эффективно из-за большого количества 
операций, интенсивного прогрева деталей, большого расхода наплавляемого 
металла и объёмов механической обработки (до и после восстановления). 
Для восстановления длинномерных и тонкостенных деталей, предвари¬
тельно упрочненных химико-термическим способом, нами предложено вы¬
полнение следующего ряда технологических операций: 
- предварительную лазерную термическую обработку поверхности дета¬
ли (отжиг) для "разложения" оставшегося после эксплуатации азотированного 
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слоя, путем его нагрева до температуры диссоциации нитридов и карбонитри-
дов на глубину формирования переходной зоны (0,4-0,5мм); 
- нанесение компенсирующего износ покрытия, используя при этом 
электроискровую обработку (ЭИО) электродами из стали типа 30Х13 с одно¬
временной пластической деформацией (ППД) шариком или роликом; 
- окончательная механическая обработка детали под номинальный раз¬
мер - шлифование. 
Для определения математической зависимости между параметрами ла¬
зерной обработки и глубиной разложения нитридов в качестве геометриче¬
ской модели выбрали полый цилиндр ограниченный двумя коаксиальными 
цилиндрическими поверхностями. Используя принцип относительности, счи¬
тали процесс обработки - установившимся, отсутствует зависимость между 
температурой детали и ее теплопроводностью, луч лазера постоянным (отсут¬
ствует неоднородность в распределении плотности мощности по диаметру ла¬
зерного пятна) и неподвижным, а цилиндр - совершающим сложное движе¬
ние: вращательное относительно оси и поступательное вдоль нее. Выбрали 
цилиндрическую систему координат г, 8, ъ (рис. 1) с осью, совпадающей с 
осью цилиндра (втулки). В рассматриваемом случае движущейся среды (т.е. 
перемещающейся втулки) уравнение теплопроводности имеет вид 1 с учетом 
конвективных процессов (во внутренней части втулки) [3-5]. 
Рис. 1. Схема для расчета режимов лазерной термообработки 
^ - Т - % У 2 Т = 0, (1) 
где - субстанциональная производная; Т - температура во внут­
ренних точках цилиндра; % - коэффициент температуропроводности; V 2 -
оператор Лапласа. Температуру Т отсчитывали от окружающей среды (тем­
пература воздуха внутри помещения Т в = 20 0 С). 
Рассмотрим термообработку внешней поверхности цилиндра (втулки). 
При этом краевым условием на внутренней поверхности будет: Т(г,8,ъ) = 0 
(2), а на внешней поверхности в области Г ь , совпадающей со следом лазерно-
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го луча - — T(r, 9,z) [ = - - (3), и вне области rb:T(b,9,z) = 0 (4), где Э/Эг -
Эг г=ь А 
частная производная; q - плотность теплового потока переносимого лазерным 
пучком через поверхность цилиндра; А - коэффициент теплопроводности мате­
риала втулки; а, b - внутренний и внешний радиусы цилиндра. 
Решение уравнения (1) при краевых условиях (2) и (4)дает распределение 
температурного поля во внутренних точках цилиндра. Переходя к решению 
краевой задачи (1) и (4) перепишем уравнение (1) в эквивалентном виде [3]: 
4 T + 1 ± T + 4 T + 4 T - " A T - V А т = 0 ; (5) 
Эг2 г Эг Э92 Эz2 х Э9 х Эz 
краевыми условиями будут: Т(а,8^) = 0 (6); T(b,8,z) = T b x(9)X(z) (7), где 
T b - температура поверхности в области Г Ь ; х(8), x(z) - функции, равные еди­
нице в области Г Ь и нулю вне - Г Ь . 
Найдем коэффициент Фурье T k (r,z) функции T(r,8,z), 
п 
T k f c z ) = ) / п | T ( r , 8,z)e - K 8d8 , (8) 
- п 
где k - индекс суммирования k = - °° : +°° ; i - мнимая единица i =у[-1 ; 
8 - полярный угол. 
Умножая соотношения (5) и (7) на e - k i 8 и интегрируя почленно (слагаемые 
в (5), содержащие производные по 8, интегрируем по частям), находим: 
| j T k f c z ) + 1 | -Tk(r ,z) - V k ^ z ) + Т Т Tk(r,z) - V A T k ( r , z ) - - T ^ z ) = 0, (9) 
где в соотношениях (5) и (9): V - скорость перемещения лазерного луча 
вдоль оси цилиндра; ю - угловая скорость вращения цилиндра (втулки). 
В дальнейшем будут использоваться функции U a k (г) , определяемые со¬
отношением: 
U k (г) = Ik (P Skr)Nk (PSka) - Ik (PSka)Nk (pSkr), (10) 
где I k(), N k ( ) - функции Бесселя и Неймана порядка n; P s k - корни урав¬
нения. При этом: 
Ik (PSkb)Nk (pSka) - Ik (pSka)Nk (pSkb) = 0 . (11) 
Найдем приближенные (но достаточно точные) значения корней P s k . 
Используя асимптотические представления функций Ik(i;), Nk(n) при больших 
значениях параметров ц [6], находим: 
. L c o s f ? - n . k ( i 2 ) - N . ( n ) „ C ^ s i n f n - . 2k - -4 . (13) I k ( £ ) ~ , - г c o s k - - (12); Щ ц ) « — sin 
2 4 J угсц 
Исходя из (10) (12), (13) получим: 
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и: к ( г ) 
2 1 1 
п - к л/га 
( п п У ( п п 
р 8 к г — к — 8ш р 8 к а — к — Г 8 к 2 4 к 2 4 
\ „ п п V ( „ п п 
р 8 ка к 8Ш - 8 к г к 
Таким образом, по формуле сложения имеем: 
И к М - 1 — ^ ш ^ к (г - а)] ; 
п — к л/га 
из (11) и (15) находим: 8т [Р 8 к (Ь - а)] ~ 0, 




Отметим, что в [7] получены более точные асимптотические оценки для 
бесселевых функций, что дает возможность уточнить соотношения (15), (16). 
Умножим почленно уравнение (9) на (г) , и проинтегрируем в пределах (а, 
Ь). Преобразуем, имеющееся выражение (13), введя оператор Ь к и использу­
ем функции Т£(г) и Щ Д г ) : 
ЬкТ8ак ( г ) = 
д 2 V д [сок 
дг 2 X дг X 




х И 8\ (г >с1г = \ 
д д 
1 ! Г Г З ^ Т к ( г , г ) - ^ ( г , г ) [ 1 к О ^ г К ) - 1 к К Я х 
г дг дг г 
к 
— г — Т к (г, г ) Тк (г,г )|[Тк ( - 8 к г К —а ) - 1к (-*а К ( Д ^ )]С: 
дг дг а 
= } [1к ( - 8 к г К ( - 8 к а ) - 1к ( - 8 к а К ( - 8 к г ) ] ] - г ^ (г, г)Сг - к 2 } Т к (г, г ) 1 [1к ( -8кг )х 
N ( - 8 к а ) - 1к ( - 8 к а К ( - 8 к г )]Сг = г — Т к (г,г )[1к ( - 8 к г К (-*а ) - 1к (-*а К ( - 8кг )] 
дг 
- } г д к ( г , г ) С С - [ 1 к ( - 8 к г К ( - 8 к а ) - 1 к ( - 8 к а К ( - 8 к г ) } С г - к 2}Тк(г,г)-Т[1к(-8кг)х 
а а 
х К к ( - 8 к а ) - 1 к ( - 8 к а К ( - 8 к г ) ] С г = Ь [ 1 к ( - * Ь К О ^ а ) - 1 к ( - 8 к а К ( - * Ь ) ] | - Т к ( г , г ) | -
- а [ 1 к ( - 8 к а К ( - 8 к а ) - 1 к ( - 8 к а К О ^ а ( г , г ) = - [г[1к ( - 8 к г К ( - * а ) - 1 к ( - * а ) х 
х N 
х N 
: ( - 8 к г )]1сгТк (г,г) - к 2 Г Тк (г,г ) ! • [1к ( - 8 к г К ( ^ а ) - 1к (-*а К ( - 8кг )}Сг = 
г г 
а 
[ г [ 1 к ( - 8 к г К ( - 8 к а ) - 1 к ( - 8 к а ) К к ( - 8 к г ) ] Ч ( г , г ) Ь - Г Т к ( г , г ( - 8 к г ) х ( 1 7 ) 
а 




- № ( - 8 к Ь К ( - 8 к а ) - 1 к ( -8каК ( -8кЬ ) ] -8кТк(Ь,г) - а [1к ( - 8 к а К ( - 8 к а ) - 1 к ) х 
N ( - 8 к а ) ] -8кТк (а,г)}+ } Тк (г, г [1к ( -8кг К (-*а ) - 1к (-*а К ( - 8 к г ) ]+ 
а I-
г-82к - — V ( -8кг)Кк ( - 8 к а ) - 1 к (-8каК ( - 8 к г ) ] - - к [1к (-8кгК (-±а)-
- 1к ( - 8 к а )Кк ( -8кг )]}Сг 
Подынтегральное выражение в фигурной скобке, тождественно равно 
нулю в соответствии с дифференциальным уравнением для цилиндрических 
функций [6]. Используя выражение для вронскиана функций Бесселя [7] зави¬
симость (17) представится в виде: 
- ^ ( г ) - - ^ ( г ) - С + — ^ ( г ) Л ^ г ) - М ^ ^ г ) ] , (17,а) 
Х д г X п 1 к ( - 8 к Ь ) 
где Т£(г) = } Тк(г,г)И ак(г)гСг. 
а 
Найдем выражение для Тк (Ь, г ) , из (8) имеем: 




| Т Ь х(9)х(г)е - К е сШ, (18) 
где ф0 - угловой размер области Г Ь , центр которой расположен в точке 
(Ь, 0, 0). Считая температуру Т Ь в области Г Ь постоянной, получим: 
1 1 - к * 1 
Тк(Ь,г) = - Т Ь — ( е 2 - е 2 ) — Т Ь х ( г ) 1е
 2 - е 2 1 




Из (19) и (17) имеем: 
Хдг 
1 к (- к а) 1 81пкф |^/2 
Тк(а,г) ^ J ^ s ^ 1 х(г) Т в  
к ^ > 1к(-8кЬ) п к 
(19) 
(20) 
Аналогичным образом может быть преобразовано уравнение (9), но уже 
применительно к функциям Т8Ьк (г) и И8 Ь к (г) . С помощью зависимости (21): 
И Ьк (г) = 1к ( -8кг )Кк (-8кЬ) - 1к ( -8кЬ)Кк ( -8кг) (21) 
имеем: 
ЬкТ8Ьк (г) 




_ д 1 + Т ь 
дг X дг X 
д - т Т к ( г , г ) + 1 1 - Т к ( г , г ) - : к Г Т к ( г , г ) 
|_дг г дг г 
11ГГ 1^(г,г)-^(г,г) [1к(^г К ) - 1к(-Ж-лт)]х г дг дг г 




= }[1к ( ? Ж (рлЪ)- 1к ( ? Ж ( Д к г ) } | г ^ Т к (г> 2)1г - к 2 } Тк (г, 2)[1 к (/?5кг)х 
а а 
(Р 8кЬ)- 1 к ( Р Ж ( М Ь г = г - д ^ Г Т к ( Ж ( р > К ( Р 8 к Ь ) - 1 к ( Р Ж М ] | -
- } г (г,2)^Г[1к ( р Ж Ж Ж к ( р Ж ( р Ж г - к 2 | Т к ( р ^ х 
а а 
хNк (р 5 кЬ)- 1 к ( р Ж М с к = Ь [ 1 к ( р Ж ( р 5 к Ь ) - 1 к ( р Ж М ^ Т к Ы | -
Ь * г=Ь (21,а) 





х N к Ы ^ г Т О ^ ) - к 2 | Т к Ы \ ( р Ж ( У ) ) - 1к ( р Ж ( Ы ^ г 
г г 
Выражение в первой квадратной скобке в 21,а тождественно равно нулю, 
функция во второй квадратной скобке равна нулю в соответствии с (11). Та­
ким образом, предыдущее соотношение (после еще одного интегрирования по 
частям) преобразуется в: 
[1к ( Р Ж ( Р к Ь К ( Р Ж М г - л о - ^ ) Ь - к М ^ Д [1к ( к - к (уь)-
г г=а * аг аг 
а 
- 1 к ( Р Ж М М - к 2 К Ы \ ( Р Ж (РкЬ)- 1к (РSкЬ)Nк ( р Ж = - { Ь 1 к х 
а г 
х[1к (рSкЬ)Nк ( р Ж & Ж (рАлО^)-а[1к (рSкa)Nк (Р8кЬ)-1к ( р Ж Ы х ( 2 1 , б ) 
х Р 5 к Т к ( а , 2 ) } + ] Т к ( г , 2 ) ^ а г г а г [ 1 к ( р 8 к Ь ) - 1 к ( Р Ж Ы + к р * х 
х[1к ( Р Ж ( Р Ж к (РSкЬ)Nк Ы - Р ^ к (РSкг)Nк М К (РSкЬ)Nк (М]}гг 
Подынтегральное выражение в фигурной скобке тождественно равно ну­
лю в связи с тем, что цилиндрические функции первого, второго и третьего 
рода, либо их линейные комбинации удовлетворяют дифференциальному 
Р2к — г И = 0, где и = 7к(Р8кг); 7к(Р8кг) - любая 
V г J 
из перечисленных цилиндрических функций. 
Выражения в квадратных скобках вне интегралов могут быть преобразо¬
ваны с помощью вронскианов функций Бесселя и Неймана [116] в выражения 
для вронскиана \ ¥ функций И 1 , И 2 : \ ¥ ( И Р И 2 ) = И 1 И 1 2 - И 1 И 2 ; подставив 
функции Бесселя и Неймана, найдем: \ ¥ ( 1 к ^ к ) = 2/ш, отсюда для соотно­
шения в первой квадратной скобке в (21,б) находим его значение: - 2/ пр 8 к Ь. 
Преобразуем выражение во второй квадратной скобке вне интеграла в 
144 
уравнению [115] г — И + 
г аг аг 
(21,6), используя соотношение, вытекающее из (11) 
ЗД5кЬ) = М к ( р 5 к а) 
1к(Р5ка) 
получим для второй квадратной скобки представление: 
1кФ 5 кЬ) 
1 к ( Р 5 к а ) 
W(Ik,Nk)(p Ska) 
В этом выражении указан условно аргумент функций, входящий в опре­
делитель Вронского [8]. При этом получаем соотношение: 
іюк 
1т; 
2 1к(Р;кЬ)  
1 к ( р ; к а ) 
Тк(а,г) - Тк(Ь,г) (22) 
Рассмотрим частные случаи уравнений (20) и (22). Если на внешней по­
верхности температура равна нулю, то и Т к (Ь, г) =0 тогда из (22) находим: 
2 Т к Ь (г) —А Т , ь ( г ) - , 2 іюк Р2к +- 2 1к(Р;кЬ) т к ( а , г ) , (23) 
X ) ~ П 1 к ( Р 8 к а ) 
В случае равной нулю температуры поверхности Т к (а, г) = 0 из выраже¬
ния (20) при нулевой температуре на внутренней поверхности имеем: 
, 2 Т 5 к а ( г ) , Т к а 
а г 2 % Сг 






Т к ( Ь , г ) , 
Вычислим Т к (а ,г) по аналогии с (19): 
Тк(а,г) — - І Т ^ г ) - 1 - ^ 2  
2П - ік - е ) = - Т
а Х ( г ) -
П 
2 - е 2 
2і 




где Т а - температура (постоянная) на внутренней поверхности ци­




к і і Г к а ( г ) = - ^ І к ( Р ; к а ) І Т Ь х ( г ) ; і П к № , Т =0, (26) 
а из (22) и (19) находим: 
Т к Ь ( г ) 
у а 
Т 1 ( г ) -
х ) 
ї к Ь ( г ) — 
П І к ( Р ; к Ь ) П 
- I k ( p s k Ь ) l т a X ( г ) S i " k l ^ ^ 2 , Т Ь — о, (27) 
П І к ( Р ; к а ) П к 
Нижние индексы "а" и "Ь" указывают на какой из поверхностей г=а или 
г=Ь температура равна нулю, верхние индексы в Т 5 к Ь (г) , Т 5 к а (г) указывают 
какое из интегральных преобразований из И а к (г ) , (или И ь к (г)) было исполь­
зовано. Из сопоставления (26) и (27) выходит следующее правило перехода от 




I 2(В а) 8 Ь 
следует функцию (z) умножить на: — г (28), 
I k ( P s k b ) 8 k 
1 sink |фп|/2 Ь 1 sink |фо|/2 Ь 
где 8k = - ! _ l£ ]^Ta , 8Ь = - !Х£] /_тЬ . (29) 
п k п k 
гельно реши 
и (29)получим: 
Предваритель  е ив уравнение для T s k b (г) в соответствии с (22), (27) 
Л 
ТЬ ( 7) = 2 1 к ( р 8 к 
Г"' %") 8 к ^ " п 1к (Р Аа) 
а затем по указанному выше правилу перейдем к Т5КА (7) 
Введем обозначения: 
П5К(7)= 2 
£г Ткь (г) - V "dzTlb (z) - f Р А + Ь (z) = П ^ A X(z)9k, (30) 
I k ( M ) Т к (a, z) - Т к (b, z)I = Z(z)8k, при Тк (b,z) = 0; 
П | _ І к ( Р ; к а ) ' ' " К У " ' } П І к ( Р ; к а ) 
Ь* — - — х ; с ; к — - (Р 2 к + і к Ю х ) , (31) 
Таким образом, из (30) находим: 
--4 ф ; к (г) + Ь * ф ; к ( г ) + С ; к ф ; к — П ; к ( г ) , (32) 
а г 2 аг 
где - ф ; к (г) — Т5Ьк ( г ) , (либо — ( г ) , если Тк (Ь,г) — 0) (32,а) 
Преобразуем (32) к виду не содержащему первой производной. Имеем: 
{ [(^ 5 к (г)е а г ]е - а г }+ Ь*{ [ (^ 5 к ( г )е а г ] - а г }+ С ; к [ ф ; к ( г ) е а г ] е - а г — г , 5 к ( г ) , (33) 
а г 2 
полагая: ф ; к (г) — ф ; к ( г ) е а г , (34) 
(считаем а постоянным параметром) получим: 
" А ф ; к ( г ) - ф ; к ( г ) + а 2 ф ; к ( г ) + Ь * -С-- ф ; к ( г ) - а ф | к ( г ) 
или: 
а 2 
+ C s k 9 s k(z) =nsk(z)eaz, (35) 
— Ф 8 к (7) + (Ь* - 2 а V - Ф 8 к (7) + ( а 2 - Ь*а + С 8 к ) р А (7) = Г | А ( г ) , (36) 
где П5к(7) = П 8 к ( 7 ) е а 7 , (37) 
Далее выберем а, удовлетворяющее соотношению: а = Ь*/2, (38) 
тогда: а 2 - Ь * а + С 8 к = -(Ь*)/4 + С 8 к = - ц 2 к , (39) 
отсюда: )4 = (Ь* ) / 4 - С 8 к = ( У / 2 % ) 2 + + 1 к ^ Х , (40) 
Таким образом находим: 
"ГТ ф 8 к ( 7 ) - ^ * ф 8 к ( 7 ) = n S к ( 7 ) , ( 4 1 ) а7 
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Это уравнение решим методом вариации произвольных постоянных [6]. 
В качестве фундаментальной системы однородного уравнения (41) имеем: 
ф (к )(7) = е** 7 , ф (к )(7) = е - ** 7 , 
Представим ф 8 к (г) в виде: 
ф5к (7) = С (к )(7)ф (к )(7) + С (^ )(7)ф (^ )(7) = С ( 1 ) (7)е^ к 7 + С ( ^ ) (7)е - ^ 8 к 7 , 
откуда находим в соответствии с методом Лагранжа: 
| аг 
е Ц ; к г + - ^ С ( к ) ( г ) 
аг 
| аг 
е"' + [ -^С"к ' ( г ) 1 аг 
0 , 






Т - С ^ г ) : 
аг 
1 а 
2 Ц ;к 
или после интегрирования: 
е - Н ; к г П;к(г) (46), — С ^ г ) 
аг 2 ц . 
С ( к(г ) — С (к )(0) + - — } е - Ц ; к Ч к ( г ) с С г , 
2 Ц 5 к 0 
С (^ )(г) — С (к )(0) - - Д - } е ^ ; к г п 5 к ( г ) а г , 
2 Ц 5 к 0 
-е Ц ; к г П 5 к ( г ) , (47), 
(48) 
(49) 
Исходя из (43) находим результат выражения: 
1 г 
ф 5к(г) — С ( к(0)е^ ; к г + С ( 2 ) (0)е + 
2Ц. 
/ Л ; к ( г ) [ і е Ш к ( г - г ) - е - ^ к ( г - г ) - г : 
л 5 к е ^ ; к г + в 4 е - Ц ; к г + — } п 5 к ( г ) ; и [ і .к (г - г ) } і ; к ( г ) е а г - г 
11 <> 
(50) 
где Л 5 к , Б 5 к - произвольные постоянные (как и С (к )(0), С (к; )(0)). 
Соотношение (50) есть общим решением однородного уравнения (41), 
так как является суммой частного решения неоднородного. Из (50) находим в 
соответствии с (34) и (37). 
ф ; к (г) — е - а г { А А е - Ц ; к г + Р 5 к е - Д ; к г + — } Л І Ц 5 к ( г - г ^ г ^ - с г } , (51), 
Ц ї к 0 
или используя (38) и (40) имеем: 
ф ; к(г) — А^е 
— 1 + Р 2 + ікю + 1 У 
2х ] х 2 х 
+ В ; к е 
—1 р 2 ікю 1— 
2 1) 
+ Р 2 к + ^ , ( 5 2 ) 
1 






_21к (Р5кЬ) Тк (а,7)-Тк (Ь,7)8ь 
Г 
( V Л2 1кю, 
— + р 2 к +— (7 - 7 ) 
V 2Х ) X 
1 ^ (7-7) 
что соответствует "полному" уравнению (22) для Т , Ь к(7) (т.е. неравны 
нулю значения температуры на поверхности цилиндра при г = а, г = Ь). Из 
уравнения (52) при соотношении между ф 8 к (г) и Т к^ (г) имеем: 
Т , Ь к ( 7 ) = Л , к е 
й 2 С ) + Р 8 к + Т + щ 
+ Б , к е 
— +Р2к + — 
2Х) X 2х 1 
1 
х 
хJГ^-Iк7р8кЬТтк (а,7)-Тк (Ь,7)1 — + Р 2 к + ( 7 - 7 ) 
V 2 х ) х 
+ Х ( 5 3 ) 
1 Т"(7-7) _ 
е 2 х с17 
В частном случае, когда температура на наружной поверхности равна 
нулю из (53) имеем: 
Т , Ь к Ь ( 7 ) = Л , к е 
1 
+ 
V Л2 2 1кш V 
— +Р2к+ +— 
2Х ) X 2х 
1 
( V Л2 
+ Р , 2 к + 
1кю 
I V + р 8 к 
V 2 х ) X 
+ Б , к е 
2 1к (Р5кЬ) 
0 
2X1 X 2X 
+ 
1 к ( Р 8 к а ) 
7 
| Тк (а,7>п + Р 2 к + — (7 - 7) 
1 
; 2 Х ( 7 - 7 ) Г 7 ( 5 4 ) 
Если учитывать значение уравнения (25), слагаемое в (54), содержащее 
интеграл, запишем в виде: 
1 21к М ^ Т * 
( V Л 
+р 2к+ 




+ Р 2 к + ^ ( 7 - 7 ) е 2 х <Е, (55) 
V 2 х ) X 
отсюда на основании (29) представим это выражение в виде: 
7 Г 1 
— + р 2 к + 
V 2 х ) х 
2 1к ( Р 5 к Ь ) 9 к 2 





















+ Р2к + 
21к ( М ) г 
1кш V 
Х 2 х 
к |х(2>4 Х 
V 
^ 2 х ) х 
• 2 х 
(56) 
Таким образом, функция Т 5 к Ь (г) удовлетворяет уравнение (30). 
Проверим, что функция Т 8к Ь (Ъ) , определяемая соотношением (54) удов­
летворяет решению дифференциального уравнения (23). Функция Т к (а, г) яв­
ляется разрывной в точке Ъ = ± | г ^ 2 , , 
где Ъ 0 - размер области Г а в направлении оси Ъ. 
В соответствии с (25) функция Т к (а, Ъ) имеет вид: Т к (а, Ъ) = 8к х ( 2 ) , 
где х( 2 ) - разрывная функция, которая может быть представлена, на­
пример, с помощью функции Хевисайда [8] соотношением: 
х(г) = 9(Ъ + а) - 9(Ъ - а) = 9(а - |Ъ | ) , 
где х( 2 ) - характеристическая функция отрезка [- а, а ] ; 9(а) - функция 
Хевисайда (в нашем случае следует полагать а = | г ^ 2 ) . 
Находим последовательно для членов, содержащихся в выражении (54) 
произвольные постоянные ( А 5 к и Б 5 к ) , т.е. для однородного уравнения (30), 
используя сокращенное обозначение: д/(\*/2х)2 + + 1кю/х = л[~, 
получим: (у/2х ± V") - V х ( ( / 2 х ± V")- ( & + *к<о/2)= 0. 
Таким образом, содержащиеся в формуле (54) произвольные постоянные 
( А 5 к и Б 5 к ) , удовлетворяют решение однородного выражения (23). Подстав¬
ляя слагаемое, содержащее интеграл в (23) получим: 
^ 1к (Р 8к а ) № ъ 
Ь а ^ е 2 х ( 2 - 2 1 ) ч / ( г - г , ) 
о
 Й 2 
х к 
1юк 
Первые слагаемые в фигурной и угловой скобках равны нулю т. к. 







хеь[[Г ( - 21)]-+ 4/> - ^ е 2 ^ 1 ^ - С + — ^ ( а ^ е ^ У П - 21)211 
х 0 
или: 
Ь~Тк(а,ъ)+?Тк(а,21У Г^х |^ 8!{П(-2 - ^ ^ М П - 2 1 ) ] ) с 1 2 1 +?Тк 
[ о \ 1 2 х ) 2 х / о 
AГcl{П(^-Zl)]^^)2sllП(^-Zl)]^^^Tк(a,ZlV^VXshП ( ( 2 - 2 1 ) ] ] / " 
х 0 2 х 
2 1 Ш к Ь ) | 
п { Ш к а ) 
2х 
х е 2 ^ dZl -(Р2к + ^ ) | т 5 к ( а , 2 1 ) е 2 х " 1 4 [ > ] Z 1 - ( Р 5 к + ) | Т к ( а , 2 1 ) 
отсюда и из выражения (23),приводя подобные члены получим: 
2 1 Ш к Ь ) 
2х' и - ^ )+ 
Таким образом, функция Т 8к Ь (2), определяемая соотношением (54), удовлетво­
ряет уравнению (23). Перейдем к определению постоянньгх А 5 к и Б 5 к , входящих в 
функцию Т 5к Ь (2). В соответствии с (56) вычислим предварительно интеграл: 
8: : /х(21 )5ЬП(2 - 21)]е 2 х ( 2 - 2 1 ) а21 (57) 
Рассмотрим отдельно области изменения значений 2: -120|/2 < 2 < |2 0 |/2 , 
2 <-120|/2, 2 > |2 0 | /2. В первой области -120|/2 < 2 < |2 0 | /2 имеем х(2) = 1 и 
из (57) находим последовательно: 
8 = | е ^ 4 Г ( 2 - 2 1 ) ^ 1 = 1 |П+ ^2х)(2-21 ) - е(-7~+^2х)(2-21 ) 
1 1 П 2 х ) - 1 + 1 П - (^/2 х ) - 1 
21лГ + ^ 2 % >Г-^2х Р 
(58) 
В области 2 > |2 0 | /2 имеем: 






f + V|2X 
^ + € 2 " ) - е К + И 
=1 
= 2 ^ 
1 е ^ ^ ) Г 1 - е - ^ ^ ) ^ 1 ^ ^ е - ^ ^ } [ 1 - е ( ^ ^ ) ^ (59) 
Для области 2 < - 2 0 /2 находим: 
8 = | е 2 х 
<2-21) 
= 1 
= 2 ^ 
2 
1 е ^ ^ ) Г 1 - е ^ ^ ) ^ 1 ^ ^ е ^ ^ ^ } Г 1 - е ^ ^ ^ ) ^ 
(60) 
Из (56), (58) - (60) находим представления для Т81к+, (2) при 2 > |2„|/2; 
Т £ ( 2 ) при 2 < | 2 ^ 2 ; Т ^ ( 2 ) при 2 > - 2 ^ 2 и Т £ ( 2 ) при 2 < - 2 ^ 2 ; 
I. В области 2 > |2 0 | /2 
ТЬк+, ( 2) = А+ к е ( ( (~+^ 2х ) 2 2 + Б + к е - ^ - ^ 2 х ) ! + 1 ^ ( р з к Ь ) 9 
1 -
II. При 2 <-12„|/2 
П 1к ( р з к а ) >Г 
1 - е 2хЛ (61) 
Т5ЬкЬ(2) = А - к е ( ^ 2 х ) + Б . е - ^ + 1 х 
1 - е1 2 х ^ 
III. В области -12„|/2 < 2 < |2„|/2 
1 - е I 2 х Л 
(62) 










Здесь верхние индексы "+", "-" соответствуют принадлежности перемен-
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ной ъ областям ъ > 0 и ъ < 0 соответственно. Для определения значений посто­
янных, А+ к, В+ к, А - к , В - воспользуемся условиями ограниченности Т 5 к Ь (ъ) в 
областях ъ > 0 и ъ < 0, а также условиями сопряжения в точке ъ = 0 (аналогич­
ные условия использовались в[5] при решении других задач). Рассмотрим ус­
ловие ограниченности Тк+(ъ) в области ъ > |ъ 0 | /2 . Из (61) имеем: 
1 1к ( М ) 9к 
1к Ф^а ^ л Г + У/2% 
1 - е 2% ) 2 
+ В+ке 
Г 
Ік (Р5ка)ff- У/2% 
1 - е 2 % Д 
Исходя из (64) и условия ограниченности при ъ > ъ 0 / 2 имеем: 
А + 1 9к Ік (Р5кЬ) 
п / ~ І к ( р \ к а ) > Г + У/2% 
Откуда следует, что при ъ > |ъ 0 | /2 : 
1 -е 2% Л 
Г 
Т £ ( ъ ) = В+ке + к  
п Ік ( V ) у Г лГ- У 12% 





При 2 <-120|/2 условие ограниченности А Ь к Ь ( 2 ) , вытекающее из (62), 
будет записано в виде: 
В - 1 Ік(Р 5кЬ) 9к 
І к ( Р Л а ) ^ у Г - У/2% 
(г У М ' 
X е 
(V - -1} ъ + 1 Ік(р 5кЬ) 9к 1 + _ - к 1-е 2% Г2~ 
(67) 
Откуда условие ограниченности примет вид: 
В - 1 Ік(Р 5кЬ) 9к 2% Л 
При этом для ТкДъ) имеем представление: при ъ < - | ъ 0 | / 2 ; 
Т £ ( ъ ) = 
1 Г 
+ _ - к 1-е 2% гг ,К+2%) 
(68) 
(69) 













Тк+(2) = 1 1к (РзкЬ) 9к 1 
п 1к (Рзка + V|2х 
Г 
1 - е 
2 х ) 2 
+ 1 1к (р5кЬ) 9к 
П 1к ( р з к а ^ УГ + V|2X 
2 х ) -1 
(70) 
Принимая во внимание (63) и (68), получим при - 2 0 /2 < 2 < 0 : 
1 1к М ) 9к 
^ + | } + 1 1к (р5кЬ) 9к 
1к ( р 5 к а ) уГ f + V|2X 
1к Ф а^ )уГлГ- V|2X 
2 х / - 1 
: Ъ 1 1 
2 х ) 2 1 е 
^ )2 2 х ) 
_| л Г -
1 2 х / - 1 
(71) 
Условиями сопряжения при 2 = 0 будут: 
Тк+(2) | = Т5к-Ь(2) | 
Ъ -Т Ь +(2) | 
( Й 2=0+0 ( К 
Из (70), (71), (72) имеем: 
= —ТГЬ(2) I 
11к (рзкЬ) 9к 1 
п 1к ( р S к a ^ , / " + V 2 X 
1-е ! 2 х ) 2 + Б + к = А - к + 
11к(р5кЬ) 9к х 1 
п 1к М / " ^ Г ^ х 
(72) 
(73). 
4 2 Ф - 1 
отсюда; 
или; 
1 1к (р5кЬ) 9к 
п 1к (вкотг 
11к М 9к 
Г 
1 - е К ^ 1 \г-^ 
1 Г. ^ — И - е 
I-V/2х[ 
1 Г 
1 — 1 - 2 Х У Г лГ+V/2х[ 
(74) 
используя (70), (71) и (73) находим; 
1 1к (р5кЬ) 9к 
1 1к (р5кЬ) 9к 
1 - е 
V11201 
2 х ) ) 2 г - £ к £ V 2х 2 х ) 
1к ( р 5 к а ) V " 1к ( р з к а ) у Г 

















Г + V V +( г V V = 1 1к(р5кЬ) 9к 
2х 1к (р л а ) / " 
2 х ) 2 +е 
V- 2 х Л~ - 2 
Исключая А - к из этого соотношения и (74) находим: 
(75) 
Г V Б+ + 11к (р5кЬ) 9к 1 1-е К ) 
V 1 ^ 
1 
лГ+V/2х 
1-е ;К1 ) 2 
V 2 х Д 5 к п 1к М / " 
или; 
^ 1+ 
1 1к (рзкЬ) 9к 
Г- 2х 1 1к (р5кЬ) 9к п : к ( р 5 к а ) Л Г 
е Г 2 х Я + е Г 2 х Я - 2 
 
п к 1к ( р з к а ) • [ 
Откуда: 
( 1 
Г V- .V1201 




2х ) 2 
- 2 + \ 
1 
Б + к = 
+ V 2 X f- V / 2 х ) 
Таким образом, имеем: 
2 % 
;1Г+ 
1 1к (рзкЬ) 9к 2 










отсюда и из (74): 
= 1 1к (р5кЬ) 9к 
п 1 к ( р 5 к а )ЛГ 





1 1 - е ! 2хУГ 1 1к(р5кЬ) 9к 
1к (р л а ),ГУГ+ V 2 X 
е Г 2хУТ - 1 (77) 
Таким образом, для интервала 0 < 2 < 2 0 / 2 из (63), (65) и (76) имеем 
Т £ ( 2 ) : 
ткЬ(2)= 
V1201 
) 2 11к (р5кЬ) 9к 1 +%} 
п 1 к ( р 5к а ) ЛГЛГ + ^ 2 х [ 
1 
Г V1201 
1-е ! 2 х ) 2 
1 1к (р5кЬ) 9к 
п
 1 к М V" 
^ + 2 х } + 1 1к(р5кЬ) 9к 
^ } - 1 
п 1 к ( р з к а ) 
11к (р5кЬ) 9к 1 х 
И } - 1 1 ' ( е ^ > - 1 
лГ+ V/2х 
2 I 1 
+-р= е 
1к (р5кЬ) 9к 1 
1к 
V - V/2X 
^ 1 * - 2 ) 
V - V2хV , 
11к (р5кЬ) 9к , 
п
 1 к (МлГ' 
1 1 
+ лГ- V 2 X >Г + V/2х 
^ Г - V 2 х ( Л - ( V / 2 X ) 2 






Соответственно для области 2 > |2 0 | /2 находим Тк+(2) из выгоажений 
(66) и (74): 
Т к Ь ( 2 ) = 
хе 
1к ( р з к а У Г - V|2X 
2х) 2 1 = - 2 1к(р5кЬ) 9к 
2 ) 2 -1 К - Й - е К - ^ 
1 к ФЛА ^ л Г - 2х 2 
(79) 
В случае 2 < -120|/2 имеем из (69), (77): 
Ткь(2): 1 1к М 9к 
п 1к (рзка ^ , Г + V2X 
1 (г+ч. 2 













х еК-2%) 2 І к ( в Ж !5И 
2% Д " 
2% І (80) 
Таким образом, окончательное решение уравнения (30) при 
приобретает вид: 
1) При ъ є ( - ° о , - | ъ 0 | / 2 ) из (80): 
ТГь(2) = 
2 І к (р 5 к Ь) 9к БЫ 
2) При ъє (-| / 2 ,Ъо 
V 
2) 
2% ) 2 
из (78): 
.Ик(Р5кЬ)9к X Ї М * 2%1 2 
А Г - Х 2 % 
хе 
2%1 2 2Г 
3) При ъ є ( ъ 0 | / 2 , - ° о ) из (79): 
Т £ ( Ъ ) = 
2 Ік ( М ) 9к БЫ 





В связи с тем, что характеристическая функция %(ъ) разрывна в точках 
ъ = ± | ъ 0 | / 2 , проводилась проверка условия их сопряжения для (81); (82); (83). 
Отметим, что условия соответствия относятся к распределению темпе­
ратурного поля [3, 4], т.е. к функции Т ь(г, 9,ъ). Выше использовались условия 
сопряжения величин (ъ) , которые являются коэффициентами Фурье раз­
ложения функции Т ь(г, 9,ъ) по составляющим е Л 9 , и ь к ( г ) , образующих ор-
тонормированный базис (с точностью до нормирующего множителя) в про­
странстве Ь 2 (пространстве Гильберта [8]). 
В связи с тем, что Т ь (г, 9, ъ) принадлежит Ь 2(а, Ь), указанные условия 
сопряжения для (ъ) относятся также и к Т ь (г, 9, ъ) . Используя формулы 
обращения для тригонометрических рядов Фурье по угловой координате 9 и 
задачи Штурма-Лиувилля - по радиальной координате г [6], получим пред­
ставление для Т(г, 9, ъ) ; имеем при 9, ъ є Г ь . 
Т(г, 9,ъ): Е ( г , ъ (84) 
индексы "а" в верху и внизу в Ткаа (г,ъ) соответствуют разложению 
Т к а (г,ъ) по функциям и а к () и условию равенства нулю температуры на внут­
ренней стороне втулки. Таким образом, имеет место аналогия с (82). 











Т4 (r,z) = - f ]Tß s k , 1 1 ) T l (z)u:k (r), (85) 
2 £ ) - ( ß S k b ) 
или 
T(r,e,z)= Y - - 2 . W 2 , I 2 ( ß s k b )  ч - R s k e k 
( ß - k a ) - I 2 ( ß s k b ) ^ " k I k ( y s k A ) > T 
i v I f Ы 
' / 2 / Х 
2 x l 2 2f U a k ( r ) , (86) 
или: 
sink ф ° 
T(r, e,z ) = - - 2 T b Y e i k e 2_ Y I JL 
2V" 
V / 2 / Х 




I k ( ß s k a ) I k ( ß s k b ) 
(88) 
I k ( ß s k b ) I k ( ß s k a ) 
Соотношение (87) может быть представлено в виде: 
=<, sink 
Т. 
_TTr,Qz) -TbfcQz), 1 ß s2k 1 

















£ = £ e i 9 k S - l ^ J t 
2 f 
< V ) ( ¥ 
2^% 
2 X 
Х2 =Е ( -1) 5 - 1 и а к(г) І2 
После чего получим выражение: 
У + У ^ 2 ь - а у е і9к 2_У і к _ 
„ sin 
£ M s k e i 8 ^ ^ - 2 — 
xe 
v4-!T¥+zl і . ( b - r 2 X l 2 
sin — 
^ 2 b - a v> I b - a - 6 a 
-sirt — т=£ 1 e > 
— фо 's 
— s 
u 2 ; . s shna 
При получении (91) использовали равенства: 
S - k - sinkx = -—sh(x )acosech—a:, 0 < x < 2— 
k = l a 2 + k 2 2 
(91) 
£ 2 ^ 2 5 1 ^ к Х = { - 5 к [ ( п - х)а]со8есЬта}-
к = 1 а 2 + к 2 к 2а 2 
1 . , , п - Х 2^—8шкхсо8ку = , у < х < п , 
к=1
 к 2 
получаемые разложением правых частей в ряды Фурье. 




r = b; |ф „ | / 2 < Є < | ф „ | / 2 ; |z„|/2 < z < |z„ | /2; 
q - мощность теплового потока, переносимого лазерным лучом через 
поверхность втулки; А. - коэффициент теплопроводности материала детали. 
Подставляя сюда, выражение (91) получаем представление в виде: 
T(r, 9,z) 
= X(9)X(z) + 
b - a' Ь — I 
sink ф о 






х е у 
I V У | 2 о | 
2 х)[ 2 
Г - Vv/ 
1 V у 2о ы , 2 11 
X БЩ 
Ь - г 
Ь - а 
2 х ! 2 
Ф о 
(ь 
"| соБес па 
Ь - г "| 
"ЯБ 
- а ) 1=1 Б 
где а Б = р \ к х / № ; Т Ь - температура в зоне Г Ь . Найдем: 
Т(г, 9,2) = 
Х8п л 
(Ь - а)-
1 + - Я Ь ( Ь - а ) Х8п л 
(92) 
(Ь - г ) , (93) 
где |С)| - тепловой поток, переносимый лазерным лучом; 8 п л - площадь 
лазерного следа на поверхности детали. Из (93) находим: 
А = Ь - г = яХБ
2Т(г, 9,2) 
1 +- + Л/2Я 3 / 4Д, 
Я Ь 
п 
(Ь - а) 
4кр(Ь - а) 
( Ь - а ) , (94) 
где Т(г, 9,2) - температура (под следом лазерного луча на поверхности 
детали) на глубине А = Ь - г при принятом выше условии, что Т о - температу­
ра окружающей среды (воздуха) равна нулю. 
При Т о ^0 очевидно имеем: Т д (г, 9,2) = Т(г, 9,2) + Т о 
где Т д (г, 9,2) - действительная температура внутри втулки, при темпе¬
ратуре окружающей среды (воздуха) не равной нулю. 
Таким образом, находим: Т(г, 9,2) = Т д (г, 9,2) - Т о (95). Полагая, что зна­
чение Т д (г, 9,2) является равным температуре разложения азотированного 
поверхностного слоя детали, т.е. Т д (г, 9,2) = 625 о С (96), и используя средние 
величины параметров разупрочнения при лазерной обработке, входящих в 
(94) и равные: 
п = 0,29 1/с; Б = 4х10 - 3м; Р = 1,15х103Вт; к = 0,9; X = 24,7 Вт/мК; 
Ь = 3,2 10 - 2 м; Ь-а = 1,1 10 - 2 м; х = 5,9610 - 6 м 2/с, р = 7,83 г/см 3, (97) 
находим из него: А = Ь - г = 5,2 • 10 - 4 м = 0,52 мм (98), где А - толщина 
слоя, разложившегося в результате лазерной термообработки на внешней по¬
верхности детали. 
Экспериментальная проверка подтвердила, что при таких параметрах об­
работки начинается диссоциация нитридов и карбонитридов на глубине до 0,50¬









выделением. Качество обработанной поверхности хорошее и при диссоциации 
нитридов не требуется последующей механической обработки (точение, шли¬
фовка). Использование лазерной обработки (перед восстанавливающей ЭИО) 
обеспечивает локальный нагрев и не приводит к разупрочнению сердцевины, 
что особенно важно для длинномерных деталей типа - шток, которые подвер¬
гаются сложной термической обработке. Эксперименты проводили на промыш¬
ленной установке - "Комета - 2", образцами были детали узла парораспределе­
ния турбины, снятые после эксплуатации для ремонта. 
Получены зависимости [9] уровня и однородности твердости от плот¬
ности мощности при лазерной обработке деталей (штоки и втулки узла паро¬
распределения турбины, подвергнутые азотированию на глубину до 0,5 мм). 






сти, Ж С 
Наличие дефектов (поры, трещины) 
6,0 56,6±2,0 наличие пор и микротрещин 
7,0 28,5±2,0 поверхность без видимых дефектов 
8,0 26,8±1,8 то же 
9,0 25,7±2,2 -//-
10,0 26,1±1,5 незначительное оплавление поверхности 
11,0 26,1±1,2 видимое оплавление поверхности 
Примечание: * - материал деталей - сталь 20Х1М1Ф1ТР; диаметр деталей 
40мм; обороты - 16 мин - 1 . 
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